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Resumen: El conocimiento especializado del profesorado de Matematica en formacién inicial es clave
para una ensefanza efectiva de la probabilidad. Por lo que este estudio cualitativo, realizado con 13
estudiantes de la carrera de Ensenanza de la Matematica de la Universidad Nacional de Costa Rica,
tuvo como propdésito describir el conocimiento que evidencian sobre la definicién clasica de probabi-
lidad al resolver seis tareas contextualizadas. Se adopté el modelo Mathematics Teacher’s Specialized
Knowledge (MTSK), con énfasis en el subdominio Knowledge of Topics (KoT), para operacionalizar cuatro
categorias: definiciones y fundamentos, registros de representaciéon, fenomenologia y aplicaciones, asi
como procedimientos. Se elaboraron indicadores validados por expertos y aplicados mediante andlisis
de contenido. Los resultados muestran que la mayoria moviliza distintos registros de representacion y
aplica la regla de Laplace en situaciones equiprobables, pero pocos integran de forma simultanea los
tres elementos esenciales de la definicion clasica (cociente, equiprobabilidad y finitud), lo que limita la
argumentacion en contextos no equiprobables. Debido a esto, se recomienda reforzar en la formacién
inicial las conexiones entre definicion, fenomenologia y justificacion.

Palabras claves: formacién de profesores, ensefianza, probabilidad, conocimiento, ensefanza superior.

Abstract: The specialized knowledge of pre-service mathematics teachers is key to effective probability
instruction. Accordingly, this qualitative study, conducted among 13 students from the Mathematics
Teaching program at the Universidad Nacional de Costa Rica, aimed to describe the knowledge they
demonstrate regarding the classical definition of probability when solving six contextualized tasks.
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The Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge (MTSK) model was adopted, with an emphasis on the
Knowledge of Topics (KoT) subdomain, to operationalize four categories: definitions and foundations,
representation registers, phenomenology and applications, and procedures. Expert-validated indicators
were developed and applied through content analysis. The results show that most participants draw
on different representation registers and apply Laplace’s rule in equiprobable situations; however, few
simultaneously integrate the three essential elements of the classical definition (ratio, equiprobability,
and finiteness), which limits their argumentation in non-equiprobable contexts. Based on these find-
ings, it is recommended that initial teacher training strengthen the connections between definition,
phenomenology, and justification.

Keywords: teacher education, teaching, probability, knowledge, higher education.

Resumo: O conhecimento especializado de professores de Matematica em formacao inicial é fundamental
para o ensino eficaz da probabilidade. Assim, este estudo qualitativo, realizado com 13 estudantes do
curso de Ensino de Matematica da Universidade Nacional da Costa Rica, teve como objetivo descrever o
conhecimento que eles evidenciam sobre a definicao classica de probabilidade ao resolver seis tarefas
contextualizadas. Foi adotado o modelo Mathematics Teacher's Specialized Knowledge (MTSK), com
énfase no subdominio Knowledge of Topics (KoT), para operacionalizar quatro categorias: definicdes
e fundamentos, registros de representacao, fenomenologia e aplicagdes, bem como procedimentos.
Foram elaborados indicadores validados por especialistas e aplicados por meio da analise de conteudo.
Os resultados mostram que a maioria mobiliza diferentes registros de representacéo e aplica a regra de
Laplace em situagdes equiprovéveis, mas poucos integram simultaneamente os trés elementos essen-
ciais da definicao classica (quociente, equiprobabilidade e finitude), o que limita a argumentacdo em
contextos nao equiprovaveis. Por esse motivo, recomenda-se reforgar, na formacao inicial, as conexdes
entre definicdo, fenomenologia e justificacdo.

guajes, mediaciones y sentidos

Palavras-chave: formacao de professores, ensino, probabilidade, conhecimento, ensino superior.

INTRODUCCION

El conocimiento especializado del profesorado de Matematica ha generado gran interés en la comunidad cien-
tifica en educacion matematica, debido al papel fundamental que desempena la persona docente en el proceso
de ensenanza y aprendizaje. Hill et al. (2007) sefalan que una de sus funciones esenciales es implementar una
ensefanza efectiva que facilite la construccién de nuevos conocimientos en las personas estudiantes. En esta
linea, el National Council of Teachers of Mathematics (NCTM, 2000) resalta la importancia de que las personas
docentes cuenten con un conocimiento soélido y una comprension profunda del contenido matematico que
ensenan, asi como la capacidad de aplicarlo de manera efectiva en su practica pedagdgica. Diversos autores
coinciden en que la labor docente implica mucho mas que dominar el contenido; se requiere un conocimiento
especializado, complejo y multidimensional, que integra saberes didacticos, disciplinares, curriculares, asi como
aquellos relacionados con el aprendizaje y el contexto educativo (Ball et al., 2008).

Desde la década de 1980, el conocimiento de la persona docente ha sido objeto de estudio en el ambito edu-
cativo. Uno de los principales referentes en esta linea es Shulman (1986), cuyo trabajo representé un punto de
inflexion en la conceptualizacion del conocimiento profesional del profesorado. En este marco, surge el modelo
de conocimiento especializado del profesor de matematica (MTSK) de Carrillo et al. (2018), el cual ofrece una es-
tructura tedrica para comprender este tipo de conocimiento, organizado en dos dominios y varios subdominios.
La Figura 1 muestra el modelo MTSK, compuesto por dos dominios principales y seis subdominios articulados
por las creencias del docente.
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Figura 1.
Modelo Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge
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Nota: Carrillo et al. (2018).

Esta investigacion se enfoco en el subdominio del KoT, el cual comprende cuatro categorias: (1) definiciones, pro-
piedades y fundamentos; (2) registros de representacion, (3) fenomenologia y aplicaciones; y (4) procedimientos.

Carrillo et al. (2018) sefialan que la categoria de definiciones, propiedades y fundamentos implica el conocimien-
to que la persona docente moviliza para definir conceptos y justificar propiedades fundamentales. En el caso
de la probabilidad clésica, Batanero et al. (2016) la definen como una divisién entre casos favorables y posibles
bajo la condicién de equiprobabilidad, es decir, implica asignar una probabilidad de <+ a cada punto muestral,
donde n representa el total de puntos muestrales. De esta definicion se derivan propiedades esenciales, como
que un evento seguro tiene probabilidad 1y uno imposible, probabilidad 0; propiedades que, segun Lifan et
al. (2016), pueden evidenciarse mediante simulaciones o ejemplos.

En cuanto a los registros de representacion, Carrillo et al. (2018) destacan que la persona docente debe manejar
diversas formas de representacién matematica. En probabilidad clasica, la fraccién puede expresarse como
decimal, porcentaje o de forma algebraica. Beltran-Pellicer et al. (2018) mencionan representaciones como dia-
gramas de arbol, tablas, duplas o tripletas, y Batanero (2001) resalta su utilidad para interpretar experimentos
y contar casos favorables.

Respecto a la fenomenologia y aplicaciones, Carrillo et al. (2018) indican que el conocimiento de la persona
docente debe incluir los contextos en los que surge un concepto. En la probabilidad, Batanero et al. (2016)
vinculan su origen a los juegos de azar, donde se buscaba distribuir equitativamente las apuestas. Esta base
ha generado criticas sobre la definicién clasica por su circularidad, al asumir la equiprobabilidad desde el inicio
(Skorokhod, 2004; Batanero y Diaz, 2007).
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Finalmente, en relacion con los procedimientos, Carrillo et al. (2018) plantean que la persona docente debe
conocer como, cuando y por qué aplicar un procedimiento, asi como interpretar su resultado. En probabilidad
clasica, esto implica calcular la fraccion entre casos favorables y posibles (cuando son equiprobables), y expresar
el resultado como un nimero entre 0y 1, utilizando distintos registros para contar adecuadamente.

El conocimiento especializado de la persona docente en probabilidad ha sido ampliamente estudiado, revelando
deficiencias en aspectos conceptuales y en el razonamiento en probabilidad, como el sesgo de equiprobabilidad
y el uso excesivo de procedimientos sin argumentacién (Batanero et al., 2016; Bastias et al., 2017; Cardefoso et
al., 2017; Gea et al., 2017; Rodriguez-Alveal et al., 2018; Gravir, 2019; Hourigan y Leavy, 2020; Abu-Ghalyoun, 2021;
Alonso-Castafio et al.,, 2021; Batanero et al.,, 2022). En consecuencia, la ensefanza de la probabilidad ocupa un
lugar fundamental en los programas de Matematica, debido a su utilidad para abordar situaciones de incertidum-
bre, lo que impulsa una alfabetizacion probabilistica orientada al pensamiento critico y la toma de decisiones
(Batanero, 2004; 2006; Gal, 2002; Zieffler et al., 2018; Wild et al., 2018; Pfannkuch et al., 2016; Lehrer y English, 2018;
Ingram, 2022; Batanero Bernabéu y Alvarez Arroyo, 2023). En este contexto, la definicidn clésica, entendida como
la fraccidn entre casos favorables y posibles, sigue siendo un punto de partida fundamental en la ensefianza.

En Costa Rica, los Programas de Estudio de Matematicas del MEP (2012) incorporan la probabilidad desde primaria
hasta secundaria, incluyendo las nociones subjetiva, clasica y frecuencial. La definicién clasica se introduce de
forma explicita en sexto afo de primaria, segundo y cuarto afo de secundaria, y de manera implicita en tercer
ano mediante el enfoque frecuencial. El programa busca desarrollar habilidades como identificar puntos mues-
trales, deducir propiedades, aplicar la regla de Laplace y resolver problemas. Para lograr una ensefianza efectiva
de la probabilidad, es fundamental que las personas docentes estén bien preparadas, con una formacion que
fortalezca tanto el conocimiento del contenido como el didactico (Brase et al., 2014; Huerta, 2018; Batanero et
al., 2016; Batanero y Chernoff, 2018; Ingram, 2022).

nguajes, mediaciones y sentidos

La Universidad Nacional de Costa Rica (UNA) cumple un rol fundamental en la formacién de personas docentes
de Matematica, brindando una preparacién integral que abarca aspectos tedricos, didacticos, tecnolégicos e
investigativos. El Plan de Estudios de la carrera de Bachillerato y Licenciatura en la Ensefianza de las Matematicas
(BLEM-2017) fomenta el desarrollo del conocimiento en probabilidad y estadistica mediante tres cursos, aunque
solo dos de ellos incluyen explicitamente la nocién clasica de probabilidad (Universidad Nacional, 2017).

Ante lo expuesto, resulta esencial que las personas docentes en formacion adquieran una comprension solida de
la nocioén clasica de probabilidad, tanto por su presencia en el curriculo como por su relacién con el conocimien-
to especializado docente. Debido a ello, este estudio tuvo como objetivo general caracterizar el conocimiento
matematico evidenciado por personas docentes en formacion de la UNA, al resolver tareas sobre probabilidad
clasica. Se plantearon como objetivos especificos: (1) analizar las definiciones, propiedades y sus fundamentos de
las personas participantes en relacién con la nocién clasica de probabilidad; (2) clasificar los registros de represen-
tacién movilizados en la resolucién de tareas de probabilidad; (3) describir las aplicaciones de la probabilidad en
los contextos propuestos; (4) describir los procedimientos utilizados por el profesorado al abordar dichas tareas.

MATERIALES Y METODOS

Esta investigacion se enmarca en un enfoque cualitativo y tiene un alcance descriptivo. La metodologia se
desarrollé mediante tres fases.

La primera fase correspondié a la operacionalizacion de las categorias de andlisis del KoT. El estudio inici6é con
una revision de investigaciones sobre el conocimiento del profesorado de Matematica, junto con los Programas
del MEP (2012) y el plan de estudios BLEM-2017 (UNA, 2017). A partir de esta revisidn, se definieron y ajustaron
indicadores para operacionalizar las categorias del modelo KoT, los cuales, segun Alfaro et al. (2020), permiten
identificar evidencias de conocimiento en las respuestas de las personas participantes. La Tabla 1 muestra los
indicadores definidos para cada categoria.
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Tabla 1.
Indicadores de conocimiento generados para las categorias del KoT
Categorias Indicadores de conocimiento
Definiciones, 1. Define el significado clasico de probabilidad como el cociente entre la cantidad de casos favorables
propiedades y el nimero total de casos posibles.
y sus fundamentos 2. Menciona la equiprobabilidad al dar la definicion clasica de probabilidad.
3. Establece que el espacio muestral debe ser finito al dar una definicion clasica de probabilidad.
4. Determina un evento seguro a partir de las caracteristicas del experimento aleatorio.
5. Determina un evento imposible a partir de las caracteristicas del experimento aleatorio.
6. Deduce la propiedad de un evento seguro empleando la definicién clasica de probabilidad.
7. Deduce la propiedad de un evento imposible empleando la definicién clasica de probabilidad.
Registros de 1. Emplea una representacion fraccionaria, decimal, porcentual, verbal o algebraica para indicar la
representacion probabilidad de un evento.

2. Muestra de forma completa todos los puntos muestrales que corresponden a un experimento aleatorio.

3. Utiliza, como minimo, dos métodos distintos para representar la totalidad de los puntos muestrales
de un experimento.

4. Analiza los puntos muestrales del experimento considerando el tipo de representacién empleada.

Fenomenologia 1. Determina situaciones en las que cada punto muestral del experimento tenga la misma probabilidad
y aplicaciones de ocurrir.
Procedimientos 1. Identifica las condiciones necesarias para la aplicacion de la definicion clasica en el calculo de

probabilidades.

2. Emplea el método de dividir el nimero de casos favorables entre el total de casos posibles para determinar
la probabilidad de un evento.

3. Reconoce las caracteristicas del resultado obtenido al calcular la probabilidad de un suceso aleatorio.

4. Implementa estrategias o métodos alternativos para determinar la probabilidad de un evento.

Nota: Elaboracion propia, con informacion basada en Carrillo et al. (2018); Lifdn et al. (2016), Vasco et al. (2017) y Zakaryan y Ribeiro (2019).

En la segunda fase, se construyé y validé el instrumento. En esta etapa, se cred un instrumento de recoleccién
de datos para identificar evidencias de conocimiento sobre probabilidad clasica, mediante un cuestionario de
seis tareas abiertas alineadas con el contexto del MEP, el BLEM-2017 y la categoria KoT del modelo MTSK.

Dicho instrumento, junto con los indicadores de conocimiento elaborados en la fase anterior, fue validado me-
diante el juicio de seis expertos provenientes de universidades de Espafa, Chile y Costa Rica. A cada persona
evaluadora, se le entregd un resumen del proyecto, la propuesta del cuestionario y una guia de validacién con
observaciones generales y especificas, elaborada con base en el método de validez de contenido propuesto por
Escobar-Pérez y Cuervo-Martinez (2008). Este proceso, sustentado en una escala tipo Likert, permitié valorar la
pertinencia del instrumento, la claridad de los items, la coherencia entre las tareas y los indicadores, asi como
su alineacién con los objetivos del estudio. Ademas, algunas personas expertas resolvieron el cuestionario, lo
que aporto evidencia preliminar que facilité la revision y el ajuste de las tareas e indicadores.

Posteriormente, se realizé un pilotaje con 16 estudiantes de cuarto afio del plan BLEM-2017, en un curso de
Didactica de la Estadistica y la Probabilidad. Esta aplicacion piloto permitié aplicar por primera vez los indicado-
res, clasificando las evidencias de conocimiento segun las categorias del subdominio del KoT. Una descripcién
detallada de este proceso puede consultarse en Cruz et al. (2021).

La fase final corresponde al estudio empirico y al andlisis de la informacién. Una vez validado el instrumento,
este fue aplicado a 13 estudiantes del primer afo de la Licenciatura en Ensefianza de la Matematica de la UNA,
todos con el grado académico de Bachillerato en la Ensefianza de la Matematica. Las personas participantes, con

CRUZ-QUESADA

REVISTA INNOVACIONES EDUCATIVAS
Correo: innoveducativas@uned.ac.cr

5

Articulo protegido por licencia Creative Commons

tidos

laciones y sen

d

uajes, me


mailto:?subject=

Innovaciones
Edu

Revista Innovaciones Educativas / ISSN 2215-4132 / Vol. 28 / NUm. 45 / Julio - Diciembre, 2026

edades entre 21 y 28 aios, habian realizado su practica profesional y culminado su formacién en probabilidad,
por lo que se encontraban habilitadas para ejercer la docencia.

La poblacién analizada correspondi6 a la totalidad de estudiantes matriculados en el primer afio de la Licenciatura,
lo que justifica su seleccion para el estudio. La aplicacion se realizé de forma remota mediante Zoom. Por su
parte, las respuestas fueron codificadas por persona participante y tarea, ademas, se registré la presencia (1)
o ausencia (0) de cada indicador. Para el analisis de la informacién se utilizo la técnica de analisis de contenido
(Cohen et al., 2007), la cual permite sistematizar respuestas abiertas mediante procesos de codificacion, cate-
gorizacidon y comparacion, con el fin de identificar patrones en el contenido.

. . o . (%]

De acuerdo con Cohen et al. (2007), este proceso permite extraer conclusiones tedricas de las unidades de _g
analisis y, en este caso, con respecto al KoT. Para este estudio, las personas participantes fueron identificadas =
mediante la notacién P sequida del numero de participante (1-13), en la Figura 2 se ejempilifica la respuesta del g
participante P11 (participante 11). >
(7]
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En la Figura 2, se ilustra el proceso de andlisis y destaca la contribucién de P11, quien evidencié comprensién
de la finitud y equiprobabilidad del espacio muestral, al asignar una probabilidad de ﬁ a cada punto muestral
y sefalar que todos poseen las mismas condiciones. También demostré dominio del concepto de fraccion entre
casos favorables y posibles, lo que justificé una evidencia de conocimiento en los indicadores correspondientes.
Asimismo, mostré conocimiento en el uso de representaciones algebraicas y simbdlicas de la probabilidad.

Sin embargo, en el resto de los indicadores asociados a otras facetas del subdominio KoT, se le asigné un 0
por falta de evidencia. Con el fin de garantizar la fiabilidad del analisis, el proceso de codificacién y catego-
rizacién fue revisado por pares y las discrepancias identificadas fueron discutidas hasta alcanzar consenso
entre los evaluadores.
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DISCUSION DE RESULTADOS

Los resultados se organizan segun las cuatro categorias del KoT, incluyendo una discusion de las respuestas
representativas que ilustran las evidencias de conocimiento en cada una.

Evidencias de conocimiento en la categoria de definiciones, propiedades
y sus fundamentos

Para esta categoria, en primer lugar, se solicité a las personas docentes en formacidén que proporcionaran una
definicién clasica de probabilidad. En las respuestas obtenidas, se observa que el elemento mas frecuentemente
mencionado es el cociente entre casos favorables y posibles, identificado por nueve de los 13 participantes.
Cinco aludieron a la nocién de equiprobabilidad, mientras que Unicamente dos hicieron referencia explicita a
la condicién de finitud del espacio muestral. Estos resultados evidencian que, si bien la mayoria logra reconocer
al menos uno de los componentes fundamentales de la definicidn cldsica, son pocos quienes integran los tres
elementos de forma articulada. Cabe destacar que Unicamente dos participantes incluyeron los tres aspectos
esenciales de esta definicion: el cociente, la equiprobabilidad y la finitud del espacio muestral.

El programa de estudios de Matematicas de la educacion secundaria costarricense indica que la definiciéon
utilizada es la denominada probabilidad clasica, considerando los tres elementos descritos anteriormente. Dos
participantes (P02 y P04) expresaron la probabilidad como una razén entre casos favorables y casos posibles,
utilizando explicitamente la relacion pw) =2y px) = En ambos casos, las respuestas se sustentan en el supuesto
de equiprobabilidad de los resultados, lo que evidencia la movilizacién del indicador de cociente asociado a
la definicién clasica de probabilidad. No obstante, ninguna de las personas participantes explicité de manera

formal la condicidn de finitud del espacio muestral.

guajes, mediaciones y sentidos

Otras personas participantes hicieron alusidon Unicamente a uno de los elementos de la definicion clésica de
probabilidad, ya sea al cociente o a la equiprobabilidad, sin articular ambos de manera conjunta. En particular,
algunos expresaron la probabilidad como una fraccién entre casos favorables y casos posibles, sin justificar la
condicion de equiprobabilidad, mientras que otros hicieron referencia a la igual probabilidad de ocurrencia de
los eventos, sin formalizarla mediante un cociente. Estas respuestas evidencian una movilizacién parcial de los
elementos del enfoque clasico.

La Tarea 6, adaptada de Nunez (2007), fue disefiada con el propésito de indagar el conocimiento de las futuras
personas docentes de Matematica en formacién sobre propiedades basicas de la probabilidad clasica, en concor-
dancia con las recomendaciones del curriculo nacional (MEP, 2012), que promueven la deduccién de propiedades
elementales mediante la definicion clasica de probabilidad. La actividad se desarrolla a partir de un escenario
en el que se extrae al azar una bola de alguno de tres recipientes (a, b o ¢), todos con bolas del mismo tamaro
y forma, pero en diferentes proporciones de color. El recipiente a contiene 4 bolas rojas y 2 azules, el b tiene 5
rojasy 5 azules, y el cincluye 2 rojas y 4 azules. El jugador gana si obtiene una bola roja. A partir de esta situacion,
se solicita al participante: proponer un ejemplo de evento seguro; asi como un ejemplo de evento imposible.
Ademas de formular sus respuestas, las personas participantes debian calcular la probabilidad correspondiente
y argumentar su eleccion con base en la definicién clasica.

En cuanto a los resultados obtenidos, se identificé que ocho participantes lograron reconocer un evento se-
guro, mientras que 11 fueron capaces de identificar un evento imposible. No obstante, solo dos participantes
dedujeron correctamente la propiedad de un evento seguro a partir de la definicién clasica y Unicamente uno
logré hacer lo mismo respecto a un evento imposible.

En las respuestas, P03 realizé justificaciones asociadas a propiedades fundamentales de la probabilidad,
particularmente a los valores extremos. En este caso, la persona participante argumenta que un evento seguro
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tiene probabilidad igual a uno y que un evento imposible tiene probabilidad igual a cero, recurriendo a cocientes
del tipo 2 o 2. Asimismo, en la respuesta del participante P03, se evidencia el uso de la suma de probabilida-
des para sustentar sus conclusiones, dejando en claro que los eventos son independientes. Estas respuestas
demuestran la movilizacidon de propiedades operativas de la probabilidad para justificar los valores de 0 y 1.

Por el contrario, otras personas participantes centraron su justificacion Unicamente en el analisis del espacio
muestral, sin recurrir a los elementos formales de la definicion clasica de probabilidad. En las respuestas de la
persona participante P07, la justificacion de los valores de probabilidad se centra exclusivamente en el analisis
intuitivo del espacio muestral. A modo de ejemplo, P07 sefala que un evento es seguro cuando todos los re-
sultados posibles corresponden a los colores considerados, asigndndole probabilidad uno, y que un evento es
imposible cuando dicho color no se encuentra en la urna, asignandole probabilidad cero. Si bien estas respues-
tas evidencian cierto conocimiento sobre la estructura del espacio muestral, las explicaciones ofrecidas para
asignar los valores extremos de probabilidad no se fundamentan en la definicidn clasica, sino que responden
a razonamientos descriptivos o intuitivos, sin la explicitacion del cociente.

tidos

laciones y sen

Evidencias de conocimiento para la categoria de registros de representacion

d

La Tarea 4 fue disenada con el objetivo de explorar el conocimiento de las futuras personas docentes de
Matematica para representar e interpretar el espacio muestral de un experimento aleatorio compuesto. El
enunciado planteaba el lanzamiento simultdneo de una moneda de €100 y un dado de seis caras numeradas
del 1 al 6, solicitando a las personas participantes representar todos los posibles resultados del experimento y
justificar la forma en que interpretaban dicha representacion. Asimismo, se incluia una segunda consigna que
invitaba a las personas participantes a utilizar un método alternativo de representacion, en caso de conocerlo,
y explicar su funcionamiento.

guajes, me

En cuanto a las respuestas, ocho participantes utilizaron duplas para representar los resultados, cuatro emplearon
diagramas de arbol y uno recurrié al uso de una tabla. No obstante, solo seis participantes lograron explicar el
funcionamiento del registro de representacion que emplearon, lo cual sugiere que no siempre existe articulacion
entre representacion simbodlica e interpretacién del experimento aleatorio. La Figura 3 presentan un ejemplo
representativo del registro utilizado con su representacién correspondiente en las respuestas de P03.

Figura 3.
Representacion e interpretacion de un diagrama de drbol por parte del P03

dadod
§.310)
Rheca b ” Coeng a\a woncda” SClC
a /.'1/0 d(/)(., tiene 2 \wb\\o\t‘b Ct«sés
AL /irgf = L \'\ p »(;Q(de sec dende \(\L\\(‘"—(bd
Y CoOV
o -3 \; CinCo \¢C © 5@\3{ el &
?os\\o\cs Ny seis B s T \gbede
it LN e numeros del 1 el 6
D nNo :
\> X o 3 ey dos Por \o c(‘_e o & dee (¢
Scudo ) > monede.  se Ve el \Ood 4.
1 \ S o> Aa >}
\ \ tred \':Uedc OP"‘CN” cn
. \-'k \ic el ndmere T, l,b,q.g,e-
| WCa i
CANCe Ve \cc oG {orme €en

oS S ss\e e\ eScudo

Nota: recopilados por las personas participantes.
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Respecto al uso de representaciones alternativas, Gnicamente 10 personas participantes evidenciaron cono-
cimiento de una forma distinta a la utilizada previamente. En este caso, tres optaron por el uso de duplas, tres
emplearon una tabla y los cuatro restantes recurrieron a diagramas de arbol. Sin embargo, solo tres participantes
lograron justificar adecuadamente el funcionamiento del nuevo registro de representacion utilizado.

A modo de ejemplo, el participante P02 represent6 el espacio muestral mediante duplas ordenadas, combinando
los resultados de una moneda y un dado: {{moneda, dado)} . En su explicacién, P02 establecié explicitamente
los posibles resultados de cada experimento y construyé el conjunto de pares ordenados correspondiente,
interpretando cada dupla como la ocurrencia conjunta de ambos resultados. Esta respuesta evidencia la com-
prension del significado estructural del registro de duplas para describir el espacio muestral, mas alla de su uso
meramente procedimental.

tidos

Para finalizar, el analisis global de todas las tareas del cuestionario evidencié que la representacion en forma
de fraccién fue la mas empleada por las personas participantes al expresar probabilidades, con un total de 37
apariciones. Le siguieron la representacion decimal, utilizada en 10 ocasiones, y las representaciones verbal y
porcentual, con 6 usos en conjunto. En menor medida, se identifico el uso de la representacién algebraica, la
cual fue empleada principalmente al brindar la definicién clasica de probabilidad.

laciones y sen

d

Evidencias de conocimiento para la categoria de fenomenologia
y aplicaciones

guajes, me

La Tarea 1 propone una historieta como recurso didactico en la que una profesora explica un ejemplo de
aplicacion de la definicion clasica de probabilidad, concretamente el lanzamiento de una moneda de ¢100.
A partir de esta explicacion, dos estudiantes intentan aplicar el razonamiento sobre la equiprobabilidad de la
profesora a situaciones distintas: uno alude a la probabilidad de aprobar un examen y el otro a la deteccién de
una enfermedad mediante una prueba médica. Posteriormente, se solicitd a las personas participantes valorar
si los ejemplos planteados por las personas estudiantes son correctos.

Para esta categoria, Unicamente se utilizé un indicador: Determina situaciones en las que cada punto muestral del
experimento tenga la misma probabilidad de ocurrir. Siete personas participantes identificaron como incorrecto
el ejemplo del estudiante 1, mientras que seis sefialaron como incorrecto el del estudiante 2. No obstante, solo
cuatro participantes lograron justificar correctamente la incompatibilidad de ambos contextos con el enfoque
clésico, haciendo referencia al principio de indiferencia y explicando que estos fendémenos estén influenciados
por multiples factores que impiden asumir equiprobabilidad.

En las respuestas de P06 y P10, se identifican argumentaciones que cuestionan el supuesto de equiprobabili-
dad en situaciones contextualizadas, al reconocer la influencia de factores externos sobre la ocurrencia de los
eventos. En particular, ambas personas participantes sefalan que no es posible asignar probabilidades iguales
a eventos como aprobar un examen o enfermarse, debido a la incidencia de multiples variables, tales como el
estudio previo, condiciones de salud o factores hereditarios.

Estas respuestas evidencian que algunas personas participantes reconocen la complejidad del contexto y la
presencia de condiciones que impiden considerar los resultados como igualmente probables. Sin embargo, se
observa una argumentacién coherente desde una perspectiva intuitiva o contextual, dicha justificacién no se
articula explicitamente con los elementos formales de la definicién clasica de probabilidad, particularmente con
el uso del cociente ni con la delimitacidn del espacio muestral bajo condiciones de equiprobabilidad.

Por otro lado, algunas personas participantes consideraron como correctos uno o ambos ejemplos planteados
por los estudiantes. Estas respuestas evidencian sesgos de equiprobabilidad, al asumir que los resultados posibles
tienen la misma probabilidad de ocurrir sin tomar en cuenta las condiciones del contexto.

CRUZ-QUESADA
REVISTA INNOVACIONES EDUCATIVAS
Correo: innoveducativas@uned.ac.cr

%0

Articulo protegido por licencia Creative Commons


mailto:?subject=

Innovaciones

Edu Revista Innovaciones Educativas / ISSN 2215-4132 / Vol. 28 / Nim. 45 / Julio - Diciembre, 2026

Ademas, P12 manifesté que el lanzamiento de una moneda constituye un experimento aleatorio, mientras que
enfermarse o sacar una nota en un examen corresponden a situaciones deterministas. Esta respuesta evidencia
una distincion entre fendmenos aleatorios y deterministas, sin embargo, la argumentacién queda limitada, ya
que no profundiza en por qué estos ejemplos no cumplen con los supuestos de la definiciéon clasica de proba-
bilidad, como la equiprobabilidad o la finitud del espacio muestral.

La Tarea 3 solicitaba a las personas participantes identificar situaciones comunes relacionadas con la nocién clasica
de probabilidad. De las 13 personas participantes, nueve mencionaron contextos tradicionales como juegos de
azar, de mesa, urnas y loterias. Una persona participante hizo referencia a eventos mutuamente excluyentes y

a un caso en biologia donde esta definicion no necesariamente es aplicable, pues se necesita detallar ain mas. ]
Algunas de las personas participantes evidenciaron conocimiento al mencionar ejemplos adecuados, aunque o
también incluyeron situaciones menos frecuentes dentro de este enfoque, sin ahondar en ellas; por ejemplo, c
teoria de funciones continuas, andlisis de crimenes y analisis del clima E
Por ultimo, se identificaron respuestas de cardcter muy general, cuya falta de profundizaciéon impide garantizar §
que movilicen conocimiento propio del subdominio KoT en relacion con las aplicaciones de este enfoque. Por o
ejemplo, P12 menciona que, en aquellos casos aleatorios, se aplica la definicion clasica de probabilidad y en los =z
deterministas no. 'ﬁ

€

0
Evidencias de conocimiento para la categoria de procedimientos )

La Tarea 5 plantea un experimento aleatorio compuesto que consiste en girar una ruleta equilibrada de 4 sec-
tores numerados (1, 2, 3y 5) y extraer una bola de una urna con 4 bolas (una azul y tres rojas) al mismo tiempo.
La persona gana si la ruleta se detiene en un nimero par y la bola extraida es azul. A modo de ejemplo, se
presenta una solucién hipotética elaborada por un estudiante, quien identifica incorrectamente el espacio
muestral con 8 combinaciones posibles entre los resultados de la ruleta y la urna: {(1, azul); (2,azul); (3, azul); (5,
azul); (1, rojo); (2,rojo); (3, rojo); (5, rojo)}. A partir de esta identificacion, el estudiante concluye que solo la dupla
(2,azul) cumple la condicién de ganar y aplica la definicién clasica de probabilidad para ganar en el juego, el
cual obtiene de resultado% .

Finalmente, las personas participantes debian argumentar si el procedimiento hipotético llevado a cabo por
el estudiante era correcto o no. La Tabla 2 muestra cuantos y cudles participantes evidenciaron los indicadores
correspondientes a esta categoria.

Como se aprecia en la Tabla 2, siete participantes lograron justificar que el procedimiento hipotético propuesto
es incorrecto, al argumentar que las condiciones dadas no son suficientes para asumir la equiprobabilidad de
los resultados. En particular, el participante P08 sefalé que el procedimiento no considera adecuadamente
la estructura del espacio muestral, al tratar como equivalentes situaciones en las que existen mas resultados
posibles de los que se toman en cuenta. En su argumentacién, P08 reconoce que para cada resultado existen
multiples posibilidades diferenciadas, lo que invalida el procedimiento planteado y evidencia una comprensién
de la no equiprobabilidad derivada de la cantidad y naturaleza de los resultados posibles.
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Tabla 2.
Personas participantes que demuestran conocimiento sobre los procedimientos asociados a la definicién cldsica en la tarea 5.

Identifica las condiciones  Emplea el método de dividir Reconoce las .
- . e Implementa estrategias o
necesarias para la el nimero de casos favorables  caracteristicas del . -
.. L, .. . métodos alternativos para
Participantes aplicacion de la definicion  entre el total de casos resultado obtenido al . o
- p R . . determinar la probabilidad
clasica en el calculo de posibles para determinar la calcular la probabilidad de un evento
probabilidades. probabilidad de un evento. de un suceso aleatorio. ’
PO1 1 0 0 0
P02 0 0 0 0 %)
S
P03 0 0 0 0 =
c
P04 0 0 0 0 3
P05 1 1 1 1 =
c
P06 0 0 0 0 S
P07 1 1 1 1 2
PO8 1 0 0 0 e
€
P09 0 1 1 1 <~
wv
P10 0 0 0 0
P11 1 0 0 0
P12 1 1 1 1
P13 1 1 1 1
Total 7 5 5 5

Ademads, menos de la mitad de las personas participantes utilizaron el cociente y registros de representacion
para refutar el procedimiento hipotético. Las personas participantes P05, P07, P09, P12 y P13 evidenciaron com-
prension en la aplicacion de la regla de Laplace y emplearon métodos alternativos para calcular probabilidades,
usando representaciones como tablas y diagramas de arbol. Destaca P09, quien aplicé, ademas, la regla de
multiplicacidn. En su respuesta, la persona participante descompone el experimento aleatorio en dos espacios
muestrales independientes: uno asociado al resultado de la ruleta y otro a la extraccién de la bola de la urna.
Define el evento A como la obtencidn de un numero par y el evento B como la extraccién de una bola azul,
asignando a cada uno una probabilidad individual de ;. A partir de esta caracterizacién, P09 asume que ambos
eventos son independientes y calcula la probabilidad conjunta como P(4n B) = P(4) - P(B) = .

Otra respuesta representativa es de P05, quien realiza una representacién tabular (ver Tabla 3).

Tabla 3.
Representacion tabular utilizada por P05 en la tarea 5
R1 R2 R3 A
1 x x x x
2 x x x v
3 x x x x
4 x x x x

Nota: recopilados por las personas participantes de investigacion.
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En la Tabla 3, PO5 organiza de manera sistematica los resultados posibles del experimento compuesto, consi-
derando los valores asociados a la ruleta y a la extraccién de la bola de la urna. Esta representacién permite
identificar explicitamente los casos favorables y no favorables para el evento de interés, lo que evidencia un uso
adecuado del registro tabular como herramienta para estructurar el espacio muestral. En ultima instancia, PO5
aplica la regla de Laplace obteniendo 11—5 tomando cada punto muestral como equiprobable.

Para finalizar, en la Ultima tarea se solicitd determinar en cual de las tres urnas es mas probable obtener una bola
roja. La urna a contiene 3 bolas rojas y 1 bola azul, la urna b cuenta con 6 bolas rojas y 3 bolas azules, mientras
que la urna c tiene 3 bolas rojas y 2 bolas azules. Respecto al indicador: Identifica las condiciones necesarias para
la aplicacién de la definicién cldsica en el cdlculo de probabilidades, todas las personas participantes, con excepcién

(%]
de P04, lograron evidenciar este conocimiento. §

]
En cuanto al indicador Emplea el método de dividir el niimero de casos favorables entre el total de casos posibles para S
determinar la probabilidad de un evento, también fue evidenciado por todas las personas participantes, salvo ;
por P04. Por su parte, el indicador Reconoce las caracteristicas del resultado obtenido al calcular la probabilidad 2
de un suceso aleatorio fue alcanzado por todas las personas participantes, excepto por P08 y P10. Ademas, no g
fue posible identificar evidencias que permitieran inferir el uso de procedimientos alternativos en el calculo de ‘0
probabilidades dentro de las respuestas analizadas para esta tarea. :g

]
Finalmente, en esta tarea se evidencié la mayor cantidad de indicadores de conocimiento en comparacién con £
las demas, ya que se trataba de una actividad de caracter principalmente procedimental o algoritmico. El objetivo g
era calcular una probabilidad aplicando la definicién clasica, sin requerir una justificacion sobre la correccion ‘©
del procedimiento o una argumentacion adicional, sino solo la ejecucion del calculo. cc:;s

CONCLUSIONES

Esta investigacion describié el conocimiento de 13 personas docentes en formacién de la Universidad Nacional
de Costa Rica sobre la nocién clasica de probabilidad. El modelo Mathematics Teacher's Specialised Knowledge
(MTSK), a través del subdominio Knowledge of Topics (KoT) y sus cuatro categorias, permitio clasificar dicho
conocimiento. Ademas, la creacién de indicadores especificos para cada categoria facilité el andlisis sisteméatico
de las respuestas obtenidas en seis tareas propuestas.

En la categoria de definiciones, propiedades y fundamentos, la mayoria de las personas participantes logré pro-
porcionar una definicion de la probabilidad clasica centrada principalmente en el cociente entre casos favorables
y posibles. No obstante, fue frecuente la omisién de la condicién de equiprobabilidad, aspecto esencial para
la validez del enfoque clasico. Esta observacién coincide con lo planteado por Contreras et al. (2013), quienes
indican que algunos docentes tienden a ofrecer definiciones parciales o incompletas, lo cual puede repercutir
negativamente en otras dimensiones del conocimiento matematico.

Esta omisidon impacta especialmente en las categorias de fenomenologia y aplicaciones, y de procedimientos,
donde las personas participantes debian identificar errores al aplicar la regla de Laplace en contextos no equi-
probables. Segun Alfaro et al. (2020), en tareas que requieren argumentacion y evaluacion de validez, es comun
encontrar inconsistencias. Los hallazgos también coinciden con Batanero et al. (2005), quienes sefalan que los
futuros docentes tienden a presentar sesgos de equiprobabilidad. En contraste con estos estudios, cuando se
solicitd proponer contextos en los que si es aplicable la definicion clasica, las personas participantes menciona-
ron, principalmente, fenédmenos vinculados a juegos de azar, lo que evidencia una asociacién restringida propia
del enfoque clasico a contextos tradicionales.

En relacién con los procedimientos, se observé que, cuando las personas docentes en formacién debian cal-
cular una probabilidad, tendian a aplicar la definicién clasica e interpretar el resultado obtenido. Asimismo, en
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las tareas que requerian representar los puntos muestrales, se identificé el uso de, al menos, dos registros de
representacion habituales en la probabilidad clasica. Estos resultados coinciden con lo mencionado por Gea et
al. (2017) y Alonso-Castafo et al. (2021), quienes destacan el rol central de las representaciones en la resolucion
de tareas probabilisticas. Sin embargo, a diferencia de estos estudios, en la presente investigacion se evidencio
una presencia particularmente fuerte de registros de representacion, lo cual podria explicarse por la alineacién
explicita de las tareas con el curriculo nacional costarricense, ademas, esta investigacion solo esta centrada en
el significado clasico de probabilidad.

Es relevante resaltar que las personas docentes en formacion que lograron identificar procedimientos incorrectos
o fendmenos que no se ajustan a la definicidn clasica tendieron a recurrir a registros de representacion y a los
alcances del enfoque clasico de probabilidad. La movilizacién de distintas facetas del conocimiento del KoT,
especialmente los registros de representacion, les permitié visualizar el espacio muestral, realizar recuentos
precisos y aplicar el cociente entre casos favorables y posibles. Al descartar contextos no propios de la proba-
bilidad clasica, se sefialé que resultados como el de una prueba dependen de multiples variables, en contraste
con experimentos como el lanzamiento de una moneda.

tidos

En sintesis, el andlisis de las facetas del subdominio KoT permitié identificar una presencia recurrente de evi-
dencias en el uso de registros de representacién, los cuales resultaron esenciales tanto para representar puntos
muestrales como para ejecutar algoritmos previos a la aplicacion de la regla de Laplace, favoreciendo el transito
entre lo simbdlico y lo conceptual.

laciones y sen

d

En menor proporcién, se identificaron evidencias vinculadas con la fenomenologia, las aplicaciones y la funda-
mentacion conceptual de los procedimientos. Las facetas asociadas a la argumentacién y la justificaciéon, como
el analisis de procedimientos incorrectos o la utilizacién explicita de definiciones para sustentar propiedades,
se observaron con menor frecuencia, lo que sefala oportunidades claras para fortalecer la comprensién con-
ceptual. En concordancia con Rico (2009), los registros de representacién cumplen un papel articulador en estos
procesos, aunque su potencial formativo se ve limitado, si no se acompana de una fundamentacién tedrica solida.

guajes, me

Coincidiendo con Batanero Bernabéu y Alvarez Arroyo (2023), estos resultados ponen de manifiesto la necesidad
de que las personas docentes cuenten con un conocimiento matematico alineado con su contexto educativo y
con un conocimiento especializado del contenido que les permita no solo ensefiar conceptos en distintos nive-
les, sino también fortalecer otras dimensiones del saber docente. Este estudio no busca generalizar resultados,
sino ofrecer aportes relevantes a formadores de docentes, responsables de programas de formacion y a futuras
investigaciones sobre el conocimiento especializado del profesorado de matematicas.

Para futuras investigaciones, se propone extender el andlisis a otros subdominios del modelo MTSK, contrastar
los resultados con distintos marcos tedricos y emplear los indicadores desarrollados en este estudio en investi-
gaciones que analicen la dindmica y las practicas de aula en el quehacer de la persona docente.
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