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El estudio de las integrales triples y de linea mediante aplicaciones
fisicas experimentales como un recurso didactico

The study of triple and line integrals through experimental physical
applications as a didactic resource

O estudo de integrais triplas e de linha por meio de aplicacdes fisicas
experimentais como recurso didatico
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Resumen: Con el desarrollo de esta investigacion, se llevaron a cabo dos talleres con actividades g
experimentales, adoptando un enfoque desde las aplicaciones fisicas para abarcar el estudio de )

las integrales triples e integrales de linea en el contexto educativo. Estos talleres se disefaron
con el objetivo de explorar cémo la aplicacién de conceptos fisicos puede enriquecer y facilitar
la comprensién de temas matematicos avanzados. La investigacion propuesta se enmarca en un
estudio cuantitativo de laboratorio, que se medio a través de unas pruebas pretest y postest, per-
mitiendo evaluar la ganancia conceptual utilizando el método de Hake, asi como realizar pruebas
de hipotesis y andlisis de pardmetros estadisticos. Ademas de las evaluaciones cuantitativas, se
empled un diferencial seméantico para medir aspectos relacionados con la actitud de los parti-
Cipantes hacia el aprendizaje de las integrales triples y de linea. Estos instrumentos de medicion
proporcionaron una vision integral del impacto de las actividades experimentales en el proceso
de aprendizaje de los estudiantes. Los resultados obtenidos revelaron que las aplicaciones fisicas
experimentales pueden ser una estrategia pedagdgica efectiva para ensefar y aprender concep-
tos avanzados de calculo, como las integrales triples y de linea. Ademads, se evidencié su potencial
para promover un aprendizaje mas significativo y duradero para el estudiante, al proporcionar
una comprension mas profunda y una mayor conexion con el mundo real de los fenémenos
fisicos. Estos hallazgos sugieren la importancia de integrar actividades experimentales en el pro-
ceso de ensefanza de las matematicas, especialmente en dreas que requieren un enfoque mas
abstracto y tedrico.

Palabras claves: Matemética, Integrales, Fisica, Laboratorio, Experimento, Aprendizaje.

Abstract: For this research, there were two workshops with experimental activities carried out
with an approach from physical applications to cover the study of triple integrals and line inte-
grals in an educational context. These workshops were designed to explore how the application
of physical concepts can enrich and facilitate the understanding of advanced mathematical top-
ics. The proposed research is framed as a quantitative laboratory study measured by pre- and
post-tests to assess conceptual gain using Hake's method, hypothesis testing, and statistical pa-
rameter analysis. In addition to the quantitative assessments, a semantic differential was used to
measure aspects related to participants’ attitudes toward triple and line integral learning. These
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measurement tools provided a comprehensive view of the impact of the experimental activities
on the students’ learning process. The results showed that experimental physics applications
can be an effective pedagogical strategy for teaching and learning advanced calculus concepts
such as triple and line integrals. In addition, their potential to promote more meaningful and
lasting student learning by providing a deeper understanding and greater connection to the real
world of physical phenomena was demonstrated. These findings suggest the importance of in-
tegrating experimental activities into the mathematics classroom, especially in areas that require
a more abstract and theoretical approach.

Keywords: Mathematics, Integrals, Physics, Laboratory, Experiment, Learning.

Resumo: Com o desenvolvimento desta investigacao foram realizadas duas aulas com atividades
experimentais, adotando um enfoque de aplicacoes fisicas para abranger o estudo de integrais
triplas e integrais de linha no contexto educativo. Estas aulas foram concebidas com o objetivo
de explorar como a aplicacdo de conceitos fisicos pode enriquecer e facilitar a compreensao de
tépicos mateméticos avancados. A investigacao proposta faz parte de um estudo quantitativo de
laboratdrio, que foi mensurado por meio de testes de pré e pos-teste, permitindo avaliar o ganho
conceitual pelo método de Hake, bem como testes de hipdteses e andlise de parametros esta-
tisticos. Além das avaliacdes quantitativas, foi utilizado um diferencial semantico para mensurar
aspectos relacionados a atitude dos participantes em relacéo a aprendizagem de integrais triplas
e de linha. Esses instrumentos de medicao proporcionaram uma visdo abrangente do impacto
das atividades experimentais no processo de aprendizagem dos estudantes. Os resultados ob-
tidos revelaram que as aplicacoes fisicas experimentais podem ser uma estratégia pedagdgica
eficaz para ensinar e aprender conceitos avancados de célculo, como integrais triplas e de linha.
Além disso, ficou evidente seu potencial para promover uma aprendizagem mais significativa e
duradoura para o estudante, ao proporcionar uma compreensdo mais profunda e uma maior
conexao com o mundo real dos fendmenos fisicos. Estas descobertas sugerem a importancia da
integracao de atividades experimentais no processo de ensino de matematica, especialmente
em dreas que requerem um enfoque mais abstrato e tedrico.

Palavras-chave: Matematica, Integrais, Fisica, Laboratorio, Experimento, Aprendizagem.

INTRODUCCION

ivas para

Actualmente existe una dificultad generalizada en el aprendizaje de la Matematica y una parte del pro-
blema se relaciona con la complejidad inherente que pueden presentar el estudio de algunos temas de
esta ciencia, con la actitud de desinterés por parte de la poblacién estudiantil y que el personal docen-
te no plantea actividades basadas en situaciones especificas de resolucion de problemas que tengan
aplicaciones practicas en la vida real o que estén relacionadas con el entorno estudiantil (Soto y Yogui,
2020). Es decir, el rendimiento académico podria afectarse negativamente por tres factores: la abstrac-
cién de algunos conceptos matematicos suele ser de dificil aprendizaje para ciertos estudiantes y esto,
a la vez, se le suma una actitud de apatia hacia la disciplina y una ausencia de compromiso docente por
mejorar los procesos de mediacidon pedagodgica.

Al respecto, si se hace hincapié en aquellos cursos donde se estudian temas avanzados de Matematica,
como la integracién en varias variables, ésta se suele presentar como teoria y ejemplos con resoluciones
mecdnicas, carente de significado, utilidad y relevancia en el mundo real. Mas aun, existen aplicaciones
fisicas de ciertos contenidos de integracion multiple que no se exploran a profundidad y se podrian
utilizar como un medio para facilitar y enriquecer el proceso de ensefianza y aprendizaje.

En este sentido, y particularizando en las universidades publicas de Costa Rica donde se brindan ca-
rreras en el drea Ingenieria y en el area de Educacion Matematica, en los disefios curriculares de éstas
en cuanto a aspectos de objetivos y contenidos de célculo superior, se puede constatar la proposicion
anterior. Inclusive, en la bibliografia recomendada de estos programas suelen referenciarse textos como
Apostol (2004), Pita (1995) y Stewart (2012), que en su desarrollo tedrico incluyen las aplicaciones fisicas
de las integrales en varias variables, pero con propuestas mecanicas y vacias de significado pedagdgico.
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Esto es comprensible pues son obras que no necesariamente estan dirigidas a procesos de ensefanzay
aprendizaje de la fisica-matemadtica.

Sin embargo, es extensamente conocido que existe una relacién estrecha entre la Matematica y la
Fisica, por lo que es importante trabajar en nuevas estrategias didacticas que permitan precisamente
la conexidn interdisciplinaria entre las nuevas estructuras cognitivas adquiridas por los estudiantes de
Matemédtica con aplicaciones fisicas, propiciando asi un aprendizaje mas significativo de los contenidos

estudiados (Costa et. al, 2008). Mas aun, Arlego y Costa (2011) escriben que

Algunos investigadores proponen apartarse de la ensefianza clasica, mecanicista y técnica de esta
disciplina. Expresan que, con esa forma de ensefar, el alumno no encuentra significados, ni vinculos
con otras ciencias, a los conceptos matematicos abstractos. Recomiendan acercarse a una ensefian-
za contextualizada, ligando los conceptos del célculo con su génesis o contextualizandolos con

problemas de la ingenieria o de la fisica. (p.94).

Propiamente en la ensefianza y aprendizaje del Célculo Vectorial, donde se incluye los contenidos afines
a integrales en varias variables, Colman et. al (2013) consideraron que la practica docente se debe re-
flexionar ya que no es sencilla dada la complejidad de los temas y el requerimiento de un pensamiento
matematico avanzado. Asimismo, estos autores acenttan la relevancia de relacionar los temas de estu-
dios del Célculo Vectorial con ejemplos concretos de la Fisica y la Ingenieria. En este sentido, Rodriguez
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(2011) puntualiza mencionando que

... la practica diaria de la Fisica y la Ingenieria utilizan cantidades enormes de Matematica del mas
alto nivel y que la mayor parte del desarrollo de la Matematica en los ultimos tres siglos tiene origen

y motivacion en el deseo de resolver problemas fisicos. (p.40).

También, Rodriguez (2011) establece que la integracion de la Matemdtica con otras disciplinas y areas
del conocimiento es fundamental para proporcionar a los estudiantes una vision holistica y contextuali-
zada de esta ciencia. La Matematica no existe en un vacio, sino que esta intrinsecamente vinculada con
otras éreas del saber, como la Fisica, la Ingenieria, la Economia, la Biologia, entre otras. Mostrar estas
conexiones en el aula de Matematica es esencial para ayudar a los estudiantes a comprender cémo la
Matemética se aplica en diversos contextos y como contribuye al avance del desarrollo humano.

tigativas para la

En vista de las ideas expuestas, el objetivo principal de este articulo es mostrar cémo las aplicaciones fi-
sicas experimentales, realizadas en un entorno de laboratorio, pueden ser clave como recurso didactico
para la ensefanza y el aprendizaje de conceptos matematicos avanzados, especificamente en conte-
nidos asociados a las integrales triples y de linea. La premisa subyacente es que este recurso didactico
tiene el potencial de facilitar un aprendizaje significativo y profundo de los contenidos estudiados.

Por lo tanto, el propdésito es examinar como la implementacion de actividades experimentales fisicas
puede enriquecer la comprensidn de los estudiantes sobre estos conceptos matematicos complejos, al
proporcionarles una experiencia practica y tangible que les permita visualizar y experimentar directa-
mente los principios matematicos en accion. Se busca demostrar cdmo la combinacién de la teoria ma-
tematica con la practica experimental fisica puede estimular un mayor compromiso y participacion de
estudiantado, al tiempo que promueve una comprensién mas profunda y significativa de los conceptos.

Para avanzar con el propdsito anteriormente mencionado, y previo a la descripcion de los referentes
tedricos, es fundamental sintetizar algunos estudios previos relacionados con el tema de investigacion.
Es importante destacar que las referencias revisadas corresponden a nivel internacional, ya que no se
han encontrado trabajos pertinentes en el dmbito costarricense.
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En orden cronoldégico, se inicia con los autores Castiblanco y Vizcaino (2008). Ellos realizaron una re-
flexion donde enfatizan que disefar una experiencia significativa de laboratorio implica revisar los in-
tereses de los y las estudiantes, para lo cual indican que “La Fisica resulta ser un medio que ofrece de
manera especial procedimientos y elementos de estudio realmente interesantes...” (p.72). De hecho,
en sus conclusiones, establecen que las experiencias de laboratorio son un componente fundamental
en la ensefanza de la Fisica. Estas experiencias no solo permiten a los estudiantes adquirir conocimien-
tos y habilidades, sino también desarrollar una actitud cientifica y un interés por la ciencia. Asimismo,
Castiblanco y Vizcaino (2008) sugieren que las estrategias de ensefianza deben disefarse para promo-
ver la participacion de los estudiantes y desarrollar habilidades de pensamiento critico y resolucion de
problemas.

Por su parte, Gazzola et al. (2015) llevaron a cabo una investigacién codisciplicar a la Fisica y la Matematica
en dos cursos de quinto aflo de secundaria y a pesar de las limitantes con las que se enfrentaron durante
el estudio, los resultados obtenidos son positivos respecto de la receptividad de la poblacién estudiantil
al estudiar Fisica durante las clases de Matematica. Ademds, muestran como los conceptos fisicos ayu-
dan a dar sentido a algunos conceptos matematicos y viceversa.

Aquilano et al. (2017) también desarrollaron un trabajo que permite articular temas de Matematica con
temas de Fisica. Especificamente elaboraron una propuesta didactica que vincula el andlisis de una fun-
cién de una variable desde la Matematica con los conceptos de cinematica, desde la Fisica. Dentro de

c sus resultados se estaca que un porcentaje muy alto de estudiantes les parece importante que se les
:8 brinden actividades donde se estudie la Matematica con situaciones experimentales fisicas, e inclusive,
3 esto les permitid mejorar la comprension de los contenidos. Los autores concluyen que a partir de los
g resultados positivos que se obtuvieron, es importante implementar propuestas similares para otros te-
= mas matematicos.

T: Asimismo, Silva y Campos (2019) realizaron un trabajo que consistié en desarrollar actividades tedricas y
= experimentales interdisciplinarias en el nivel de secundaria. Estos autores presentaron algunas reflexio-
% nes sobre la elaboracion de conceptos matematicos construidos en clase y durante la realizacion de
8 experimentos fisicos, mediada por la acciéon del docente. En sintesis, ellos hicieron dos experimentos: el
‘E primero consistid en observar el crecimiento de una columna de agua llena de flujo constante (en dis-
o tintas velocidades) y donde los educandos debian anotar los tiempos en que la columna alcanzé ciertas
)

marcas del tubo de acrilico y en forma de pares ordenados. El segundo fue sobre el desplazamiento de
un objeto a lo largo de un tubo acrilico con agua como un primer caso y glicerina liquida como segundo
caso. Ademas, debian escribir la informacion como pares ordenados y realizar las graficas respectivas
donde pudieran percibir las caracteristicas, como la relaciéon entre la velocidad del objeto que viaja a
través del liquido contenido en el tubo y las pendientes.

Estos autores concluyeron que los experimentos fisicos contribuyeron a los estudiantes a abstraer y
construir propiedades del propio objeto de estudio. También, Silva y Campos (2019) insistieron en la
importancia de que los docentes trabajen en propuestas pedagdgicas que fomenten la participacién
significativa de la poblacion estudiantil. En esta misma linea, Castro et al. (2020) desarrollaron una in-
vestigacion que tiene como objetivo principal explorar una metodologia innovadora para ensefar el
concepto de integral definida en el contexto de la Fisica y la Geometria utilizando el experimento de la
caja de arena. El experimento consistia en que los estudiantes participes llenaban la caja de arena con
diferentes formas y luego miden el volumen de la arena utilizando una balanza. Este recurso permitié
comprender de manera intuitiva el concepto de integral definida como la suma de éreas infinitesimales.
Los autores sugieren que esta metodologia puede ser util para mejorar la ensefianza de la Matematica y
promover un aprendizaje mas activo y participativo en el aula.
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Por ultimo, Parra et al. (2021) efectuaron una investigacion cuantitativa para caracterizar las percepcio-
nes que tienen los y las discentes de ensefianza media sobre la matematizacién en las clases de Fisica.
Entre sus conclusiones, estos autores advierten que

... si bien los estudiantes reconocen la importancia de la Matematica para su proceso educativo,
ellos consideran que esta asignatura se basa en aprender sélo formulas, reglas y procedimientos de
calculo, teniendo la percepcién de que dichas clases son tediosas. (p.300).

Mas aun, Parra et al. (2021) consideran la Fisica como Matemadtica aplicada, es decir, una extension de la
clase de Matemadtica, y subrayan la importancia de disefar actividades educativas que reflejen esta rela-
cién intima entre ambas disciplinas, proporcionando a los estudiantes una comprensién mas profunda
y significativa de los conceptos tanto matematicos como fisicos.

Por otro lado, los referentes tedricos de este estudio, como se menciond en la introduccién, se sustentan
en la estrecha relacién que existe entre la Matematica y la Fisica. De hecho, la Fisica utiliza la Matematica
como herramienta fundamental para describir y predecir el comportamiento de los fendmenos fisicos.

También, la Fisica ha sido una fuente de inspiracion para el desarrollo de nuevas ramas de la Matematica.
Para ejemplificarlo se pueden citar situaciones muy concretas: la construccion del calculo diferencial e
integral por parte de Newton, la aplicacién de la Geometria no Euclidiana para plantear la relatividad
especial por parte de Minkowsky (Soto, 2020), la propuesta de la ecuacién de onda relativista por parte
de Dirac (Vizcaino y Terrazzan, 2015), entre otros. Pese a la complejidad de estas dos ciencias, ambas
tienen sus raices en la necesidad practica y la curiosidad humana. Al respecto, Alvarez y Flores (2014)

escriben que

...los numeros surgieron de la vivencia cotidiana de contar con los dedos de las manos y de la apre-
ciacion de la forma de los objetos manan las figuras geométricas. Asimismo, de la experiencia y el
enfrentamiento del ser humano con los fendmenos naturales surge la fisica, necesariamente con las

primeras explicaciones para la comprension de la naturaleza. (p.100).

Mas aun, estos autores mencionan que, en las civilizaciones antiguas, la religion y la mitologia se usaban
para explicar fenémenos naturales. Sin embargo, el surgimiento de la filosofia y la ciencia en la antigua
Grecia llevd a un mayor énfasis en la observacién y la razéon en la busqueda de explicaciones de estos fe-
némenos naturales. De hecho, es hasta el siglo VI antes de Cristo que la Fisica y la Matematica aparecen
como actividades intelectuales formales, diferentes y al margen de actividades practicas, hasta el punto
de que han evolucionado a lo largo del tiempo para convertirse en herramientas fundamentales en la
comprension de la naturaleza y el universo que nos rodea.

Sobre ello, existen textos como Halstead (2010) y Leng (2012), que exploran la relacién entre la Fisica
moderna y la Matematica, y como juntas transforman la comprension del mundo natural y la cultura
humana. En esta premisa, el objetivo es aprovechar el complemento de estas dos ciencias como un insu-
mo didactico en los procesos educativos y en la resolucion de problemas mediante experimentos fisicos
como estrategia para comprender significativamente los conceptos matematicos estudiados.

En este sentido, si se les permite a los educandos aplicar los conocimientos matematicos adquiridos en
un contexto practico, experimental y relevante, ayudara a consolidar la comprensién de los conceptos
y su aplicacion en situaciones reales. Ademas, la resolucion de problemas puede fomentar el pensa-
miento critico, la creatividad y la capacidad de analisis y sintesis de los estudiantes, ya que les brinda la
oportunidad de enfrentarse a situaciones nuevas y complejas y buscar soluciones efectivas. De hecho,
Espinoza (2017), considera que la resolucion de problemas
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... promueve el desarrollo de habilidades, destrezas y diversas competencias matematicas que le
seran utiles a los estudiantes en su vida cotidiana. Esto porque se enfrentan a un problema que les
plantea una serie de retos y dificultades; sin embargo, al resolverlo, con la ayuda del docente y el
empleo de sus habilidades y conocimientos previos, logran asimilar nuevas habilidades, conoci-

mientos y competencias. (p. 69).

Es decir, cuando los estudiantes resuelven problemas, tienen la oportunidad de aplicar los conocimien-
tos matematicos que han aprendido, esto a su vez les permite ver la utilidad de las Matematicas en la
vida cotidiana e inclusive en otras areas del conocimiento como lo es la Fisica. Es importante destacar
que la resolucién de problemas no solo contribuye al desarrollo de habilidades matematicas, sino que
también puede fomentar el desarrollo de habilidades sociales y emocionales, como la capacidad para
trabajar en equipo, la autoconfianzay la perseverancia. Esto se debe a que, al resolver problemas, los es-
tudiantes se enfrentan a situaciones desafiantes que les exigen aplicar sus habilidades y conocimientos
de manera efectiva, lo que les ayuda a desarrollar su autoestima y confianza en sus propias capacidades
(Chandia et al., 2022).

Sin embargo, a pesar de las bondades de la resolucién de problemas mediante actividades de expe-
rimentaciéon como recurso didactico, y como se fundamenté en la introduccién, en el campo de la
Ensefanza de la Matematica y de la Fisica, es frecuente que se aborden los contenidos de manera abs-
tracta, sin darles la debida importancia como herramientas esenciales para la resolucién de problemas
cientificos (Parra et al., 2021). Por ejemplo, se explica cémo resolver integrales, pero no se profundiza en

por qué se deben resolver o cual es su aplicaciéon en el mundo de la Fisica.

MATERIALES Y METODOS

tivas para la

iga

La propuesta de investigacion se desarroll6 con un enfoque cuantitativo y se consideré como un tipo de
investigacion de laboratorio que, en referencia a Ruiz (2012), este disefio se realiza en el lugar de trabajo
con el fin de optimizar los recursos y tiempo para disponer de un mejor control para el estudio.

De esta manera, con este disefio se pretendié analizar los datos mediante técnicas estadisticas descrip-
tivos y metodologias activas ante la implementacién de talleres con aplicaciones fisicas en contenidos
matematicos.

El desarrollo de esta investigacion se centré en la Universidad de Costa Rica, Sede de Occidente, du-
rante el segundo ciclo del afno 2022 y en el grupo 01 del curso Principios de Analisis Il, sigla MA-0551,
que forma parte del octavo ciclo del plan de estudios de la carrera de Licenciatura y Bachillerato en la
Ensefianza de la Matematica. En este curso se estudiaron los conceptos de integrales en varias variables
en un nivel elemental e intermedio, mas especificamente: integrales dobles, integrales triples, integra-
les de linea e integrales de superficie, asi como algunos teoremas clasicos como el Teorema de Green,
Teorema de la Divergencia y el Teorema de Stokes. Se aclara que la persona docente titular del curso de
Principios de Andlisis Il, sigla MA-0551, llevé a cabo las clases de forma clasica: explicacidn de la teoria,
ejemplos y practicas al respecto, sin profundizar en las aplicaciones fisicas de estos. Sin embargo, para
los contenidos de integrales triples e integrales de linea se disefiaron y realizaron dos talleres en el labo-
ratorio de Fisica de la Sede Occidente de la Universidad de Costa Rica, donde los educandos participes
desarrollaron una serie de experimentos fisicos como un recurso didactico y que contemplaban la teoria
estudiada en clase.
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También, es importante aclarar que el curso supra citado conté con una matricula de 25 estudiantes,
donde se registré Unicamente a los estudiantes que realizaron las actividades propuestas de forma com-
pleta, lo que representé una muestra de 22 estudiantes(n = 22)para el taller del tépico sobre integrales
triples y de 23 estudiantes (n = 23) para el taller del tépico sobre integrales de linea.

Para llevar a cabo el proceso investigativo se implement6 el instrumento de una prueba de estabilidad
pretest y postest, con el fin de realizar una medicién cuantitativa en dos momentos, uno previo a cada
taller y otra prueba posterior a la actividad. Las pruebas fueron conformadas por 5 items adaptados de
libros de texto en calculo en varias variables y validados por profesores de la Secciéon de Matematica de
la universidad, donde posteriormente fueron configuradas por medio de una plataforma de Moodle,
con un tiempo estimado de 30 minutos y condicionado a un solo intento, con preguntas y respuestas
aleatorizadas para garantizar una mayor variabilidad y confianza durante la aplicacion de la poblacion
estudiantil.

Por otra parte se considerd el instrumento del diferencial semantico (Tabla 1) propuesto por Osgood,
Suci y Tannenbaum en 1957 (Cervantes, 2019), para cuantificar un nivel de significancia de cada taller
por medio de actitudes que se basan en adjetivos que son considerados como enunciados para ser
tabulados por medio de una escala de intervalos de [-3,3], con el fin de realizar un recuento de frecuen-
cias de respuestas por analisis factorial, en donde se establece una comparacion de significados de dos
conceptos a un mismo sujeto para establecer un espacio semantico de las actitudes de la poblacién en
la actividad propuesta.

Tabla 1
Instrumento de Diferencial Semdntico para medicion de actitudes en talleres.
Desagradable 3 2 -1 0 1 2 3 Agradable
Aburrido 3 2 -1 0 1 2 3 Divertido
Indiferente 3 2 -1 0 1 2 3 Interesante
Dificil -3 2 -1 0 1 2 3 Facil
El tiempo dedicado no es El tiempo
adecuado -3 2 -1 0 1 2 3 dedicado es
adecuado
No se entiende las Las instruc-
instrucciones -3 2 -1 0 1 2 3 ciones son
entendibles
No mejora comprension de Mejora com-
los talleres 3 2 -1 0 1 2 3 prension de
los talleres

Nota: El Diferencial Semdntico fue propuesto por Osgood, Suciy Tannenbaum en 1957 para medir actitudes y significa-
dos de actividades de talleres. Fuente: Tomado de Cervantes (2019).

El uso de herramientas estadisticas permite dar nociones o argumentos concluyentes para validar re-
sultados sin sesgos o apreciaciones subjetivas, por ende, con la prueba pretest y postest se analiz6 el
uso de datos descriptivos como la media, la desviacion estandar, los cuartiles y los valores minimos o
maximos, que son importantes para procesar y fundamentar los resultados del tratamiento educativo
empleado. Ademas, se implementd como prueba de hipdtesis de la familia paramétrica, la prueba t,
misma que fue analizada mediante el software Minitab® con un grado de confianza del 95%, es decir, un
valor de significancia de a = 0.05 con una cola a fin de establecer una hipétesis nula y alternativa:

Ho equivale a que los resultados del postest no son mayores a los resultados del pretest.
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Ha equivale a que os resultados del postest son mayores a los resultados del pretest.

Por otra parte, se utilizo el factor de ganancia establecido por Hake (1998), para hacer una comparativa
de la ganancia conceptual a un grupo de estudiantes en un tratamiento educativo mediante pruebas
de pretest y postest.

De esta manera, el factor de ganancia, denotado por g, se establece con un criterio de valores compren-

dido en un intervalo de [0,1], donde se calcula a través de la siguiente expresion:

__ % postest—% pretest
10—-% pretest

Ecuacién (1)

Con esto, Hake (1998) determina la ganancia obtenida en tres zonas que se describen como:

« /7ona de ganancia alta: si el factor de Hake cumple que g = 0.7.
« /7ona de ganancia media: si el factor de Hake cumple que 0.3 < g < 0.7.
« /Zona de ganancia baja: si el factor de Hake cumple con g < 0.3.

Para el estudio de los topicos de integrales triples e integrales de linea como aplicaciones fisicas se desa-
rrollé inicialmente una sesién magistral en la que se abordé los contenidos con la formalidad matematica
gue exige este curso, luego se dividié el grupo en dos para cumplir con la cantidad de aforo maxima que
dispone el Laboratorio de Fisica de la Universidad de Costa Rica, Sede Occidente, que corresponde a 18
estudiantes. La Figura 1 contiene parte de la esquematizacién de modelos en forma de ejemplos que se

abordaron en los talleres.
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Figura 1
llustracion de aplicaciones fisicas a partir de conceptos matematicos

1= [ff s = [F([ [ s rasiy) o fyw e, (f (f dz) da) "

Integracion triple de paralelepipedos rectangulares  Aplicacion fisica: Calculo del momento

en de Inercia de una esfera rellena
b b
j{F.dr :/ F(r()) - () dt. i :f F-dr.
C a a
Integral de linea sobre un campo vectorial Aplicacion fisica: Concepto de trabajo

Nota: Los formalismos matemadticos y aplicaciones son basados como ejemplos de ilustracion.

Para cada taller se dispuso de un tiempo estimado de 90 minutos, donde se suministré un documen-
to con instrucciones generales, los objetivos de aprendizaje, el formalismo matematico del temayy el
procedimiento de las aplicaciones fisicas que se realizaron en el laboratorio. De esta manera, por cada

topico del taller los estudiantes realizaron las siguientes aplicaciones:

« Integrales triples: este estudio se enfocd en determinar el momento de inercia en sélidos median-
te el principio de conservacion de la energia en un plano inclinado. Se llevaron a cabo diferen-
tes experiencias utilizando distintos solidos, como un anillo, una esfera rellena, una esfera hueca
y un cilindro, con el objetivo de que los estudiantes pudieran interpretar cdmo varia la energia
potencial con la altura y compararla con la energia cinética de traslacién y rotacion al dejarlos rodar.
De esta manera, se determind experimentalmente el momento de inercia de cada sélido geomé-
trico. Posteriormente, los estudiantes compararon sus resultados experimentales con los calculos
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tedricos del momento de inercia obtenidos a través de integrales triples. Este enfoque permitio
fomentar una comprension reflexiva de como los sistemas energéticos, como aplicaciones fisicas,
se relacionan con la importancia de un formalismo matematico.

- Integrales de linea: para esta actividad, se exploré el concepto de trabajo utilizando tanto el método
gréfico, a través del teorema trabajo-energia, como el enfoque de sistema masa-resorte, utilizando
un carro en movimiento monitoreado por un sensor de fuerza y otro de movimiento. Los estudian-
tes participantes activaban un mecanismo integrado en el equipo para comprimir un resorte con el
carro dinamico. Al liberarlo, el carro se deslizaba sobre un riel plano, permitiendo a los sensores de
movimiento y fuerza registrar datos mediante una interfaz gréfica con la tendencia de este compor-
tamiento. Posteriormente, los estudiantes utilizaban un software especializado para calcular el area
bajo la curva (trabajo neto) e identificar el punto de velocidad final del recorrido, lo que les permitia
cuantificar la energia cinética y establecer una relacion entre el trabajo realizado y la energia trans-
ferida, aplicando asi el teorema trabajo-energia.

DISCUSION DE RESULTADOS

Como parte de los instrumentos aplicados en los talleres para el curso Principios de Analisis II, sigla MA-
0551, a continuacion, se presentan los resultados obtenidos por la muestra de estudiantes que participd
del proceso investigativo, en la que se destaca el analisis de resultados generados a partir de la prueba
de estabilidad pretest, postest y el instrumento de diferencial semantico. Uno de los hallazgos mas signi-
ficativos de este estudio es la observacion de una mejora notable en el aprendizaje de los estudiantes de
Matematicas cuando se integran aplicaciones fisicas en el proceso educativo. Esta mejora se evidencia
especialmente a través de la implementacion de talleres que involucran experimentacién en sistemas
mecanicos y el andlisis de datos empiricos.

En laTabla 2 se presentan los resultados estadisticos mas notorios y generados a partir de laimplemen-
tacion del taller de integrales triples e integrales de linea. Para ello, se destaca que la diferencia de las
medias entre pretest y postest fue de 0,96 puntos y 2,09 puntos respectivamente en cada taller, lo que
representa cambios de baja en la desviacién estandar hacia las pruebas de tipo postest con 0,62 y 0,66
respectivamente, lo que atribuye una menor dispersidn de los datos respecto al promedio, siendo este
un resultado éptimo.

Este mismo hecho, es coherente si se considera las tendencias del cuartil uno, donde los pretest quedan
en un rango del 80%, mientras que el grado de concentracién y distribucion del tercer cuartil abarca un
valor predominante del 100% en ambos talleres, valores que implican una notable mejoria al caso de
las pruebas del postest, mismas que son vinculantes con las medianas que registran notas de excelencia
para validar que la aplicacién de este tipo de actividades fueron de cardcter significativo para el proceso
de ensefanzay aprendizaje de integrales triples e integrales de linea.
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Tabla 2
Estadisticos descriptivos para el pretest y el postest aplicado en los talleres.

Taller . Error
Numero
. estan- Desviacion Nota . Nota
Prueba :fp.o’- Media darde  estandar Minima Q1 Mediana Q3 Maxima
Nimero Nombre acion lamedia
1 Integrales Pre 23 8,78 0,27 1,31 6,00 8,0 8,0 10 10
triples test
Pos 23 9,74 0,14 0,69 8,00 10 10 10 10
test
2 Integrales Pre 22 7,64 0,34 1,59 2,0 8,0 8,0 8.0 10
delinea test
Pos 22 9,73 0,20 0,93 6,0 10 10 10 10
test

Nota: Los resultados se basan en la aplicacion del pretest y postest de la poblacién. Fuente:
Elaboracién propia

Al considerar los descriptivos estadisticos de la media en ambos talleres, es notorio una importante me-
joria, misma que de acuerdo con la Figura 2, se presentd unas tendencias con aumentos significativos de

c 1,11% y 1,27% de la nota previa a la posterior y muy estrechamente cercanas a la escala de nota perfecta
)

T de 10.

I

>

o

c

£ Figura 2
c Tendencia para valores medios del pretest y postest aplicado en los talleres 1y 2.

S

10.0 =& Taller integrales triples
== Taller: integrales de linea
9.74
9.73
9.5
9.0
o
B 8.7
[
=
8.5
8.0+
T
Pre Post

Test

Nota: Los resultados corresponden a valores medios obtenidos de la poblacién que aplicé el pretest y el postest. Fuente:
Elaboracion propia.

De acuerdo con la Figura 3, estos valores de medias, ademds de implicar en notorios aumentos de las
pruebas postest, evidenciaron que su tendencia de intervalos no presenta dispersién, de forma que las
medianas mantienen una leve variacién de diferencia que oscila de 0,3 a 0,7 puntos, lo que incide en
datos bien concentrados en sus valores medios.
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Figura 3
Valores de intervalos para pretest y postest en los talleres.
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8.5

8.0
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6.9
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Nota: Los resultados de intervalos permiten evidenciar tendencias de frontera para el pretest y postest de los talleres.
Fuente: Elaboracion propia.

Respecto al analisis de prueba de hipdtesis, se consideré la prueba con una cola, en la que se evidencié
un caracteristico de con la condicion de segun se aprecia en la Tabla 3. Con ello, se infirié un rechazo a
la hipotesis nula y se consolidé la hipdtesis alternativa tanto para el taller de integrales triples, asi como
el de integrales de linea en la que se demuestra un resultado significativo y con mejoria del postest en
comparacion al pretest. De esta forma, la prueba estadistica ratifica que la implementacion de activida-
des con aplicaciones en contenidos de matematica, son favorables para los estudiantes en el proceso
educativo.

Tabla 3
Prueba t aplicada para el pretest y es postest en los talleres 1y 2.
Taller Diferencia Valor T Valor P Hipotesis
2 -1,53 -3,45 0,002 Rechaza nula
3 2,52 -10,1 0,000 Rechaza nula
H, = Los resultados de la postest no son mayores a Ié)s resultados en el pretest,
p=00

Nota: El analisis de prueba paramétrica es del 95% de confianza, es decir con significancia de a = 0.05 . Fuente:
Elaboracion propia.

Por su parte, el factor de ganancia conceptual de Hake (1998) pretende como modelo estadistico esta-
blecer una ganancia conceptual luego de haber aplicado una propuesta didactica y con ello verificar si la
misma ha sido efectiva (Arias, 2021). Segun se describe en la Tabla 4, los valores obtenidos de en el taller
de integrales triples y de linea superan el limite de 0,7 que destaca la zona de ganancia alta, ello implica

que la medida obtenida es alta, con gran significancia y persigue una efectividad en la compresion de
los contenidos estudiados.
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Tabla4
Factor de ganancia conceptual de Hake aplicada en los talleres.
Taller Nota media pretest Nota media postest Factor de Hake
2 8,78 9,74 0,79
3 7,64 9,73 0,86

Nota: La ganancia conceptual de Hake a partir del pretest y postest. Fuente: Elaboracién propia.

Por otra parte, al considerar el instrumento del diferencial semdntico, se establece una serie de actitu-
des que el estudiantado puede ofrecer en cuanto a la implementacion de los talleres. En esa linea, es
notable destacar que los resultados obtenidos en la Tabla 5 presentan una frecuencia media que oscila
en valores positivos comprendidos en, lo que incide directamente en matizaciones de aptitudes de los
estudiantes centrados en adjetivos o0 argumentos positivos.

De igual forma, en los resultados de la Tabla 5 se encontré que los argumentos de E.1, E.3 y E.2 respec-
tivamente sobresalieron con valores cercanos a 3 en ambos talleres, lo que demostré que para el estu-
diante este tipo de recursos didacticos son espacios amenos y también promueven el sentido creativo
para la mejora del aprendizaje.

En otra posicién, los E.4 y E.5 destacan como las actitudes menos sobresalientes con apenas valores
que oscilaron entre , son los resultados menos favorables, puesto que hay estudiantes que siguen con-
siderando estos espacios con grados de dificultad, debido a que consideran que estos topicos siguen
presentando niveles de complejidad en cuanto a la estrategia de resolucién de problemasy a su vez el
espacio de tiempo destinado para los talleres se consideré escaso, por lo que se debe valorar fortalecer
mas los tiempos de estas actividades para que en futuras talleres se solvente esta carencia.

.z

ativas para la innovacion

Por lo tanto, mediante el diferencial, se establecié que el estudiantado aceptd en un 82% y 88% (ver E.7
de la Tabla 5) que para el taller 1y 2 se logré comprender los topicos de estudio requeridos en el cursoy
con esto se identificd una vez mas que la implementacion de actividades con aplicaciones fisicas puede
proveer importantes mejorias al proceso de ensenanza y aprendizaje en el area de las Matematicas.

Tabla 5
Diferencial semantico con la implementacién del taller de integrales triples y de linea.

Taller 1 Taller 2
Numero de enunciado Argumento . i

Frecuencias medidas
E.1 Desagradable / Agradable 2,6 2,9
E.2 Aburrido / Divertido 2,6 2,8
E.3 Indiferente / Interesante 2,8 2,9
E.4 Dificil / Facil 0,6 1,9
E.5 El tiempo dedicado no es adecuado / El 1,1 2,7

tiempo dedicado es adecuado

E.6 No se entiende las instrucciones / Las 1,9 1,7
instrucciones son entendibles

E.7 No mejora comprension de los talleres / 1,8 2,2
Mejora comprension de los talleres
Nota: Los resultados de valoracion del diferencial semantico se basa en la poblacion que realizaron el
taller de integrales triples y de linea. Fuente: Elaboracién propia.
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Como parte de las actividades realizadas, en la Figura 4 se documenté en forma de collage algunas de
las experiencias realizadas en el laboratorio de fisica, donde los estudiantes participaron activamente
en la construccién de los conceptos matematicos mediados a través de las aplicaciones fisicas que se
abordaron con el taller de integrales triples e integrales de linea.

Figura 4 Collage de experiencia de estudiantes con el desarrollo del taller de integrales triples.
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Nota: Desarrollo de experiencia con el taller de integrales triples desarrollado en el laboratorio de fisica. Fuente: g
Elaboracion propia. -
3

Por tanto, gracias al desarrollo de este proceso investigativo a través de los diferentes anlisis realizados, ]
. . . L . ) . ©

se infiere que la implementacién de actividades como las realizadas en este tipo de talleres con apli- o
caciones fisicas experimentales son favorables y enriquecedoras como recurso didactico para generar o
(]

mejores escenarios al proceso educativo en la ensefanza y aprendizaje de la Matematica.

CONCLUSIONES

Al examinar detenidamente el desarrollo de esta investigacién, es importante resaltar algunos aspec-
tos significativos que contribuyen a una conclusion favorable hacia la implementacion de actividades
similares a las descritas en este estudio. Estas actividades no solo han demostrado ser efectivas en este
contexto particular, sino que también ofrecen un potencial prometedor para ser aplicadas en nuevas
investigaciones y diversos entornos educativos.

La prueba con un grado de confianza del 95%, delimité un valor de y para el taller de integrales triples
y de linea, respectivamente, lo que permitié descartar la hipotesis nula y con ello establecer que des-
pués de realizar un pretest y un postest, se encontré que las notas mejoraron en el postest. Desde esta
observacion y los resultados obtenidos, se concluye que las aplicaciones fisicas mediante actividades
experimentales son recursos didacticos beneficiosos para el aprendizaje en el drea de los contenidos
matematicos estudiados. Estas actividades proporcionan a la poblacién estudiantil una experiencia
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practica y tangible que les permite conectar los conceptos matematicos abstractos con fendmenos fisi-
cos reales, lo que facilita una comprension mas profunda y significativa de estos.

Ademas, al involucrar a los estudiantes en la experimentacion y la exploracion activa, estas actividades
promueven un aprendizaje mds activo, participativo y duradero. Por lo tanto, se recomienda integrar
este enfoque de enseflanza en el aula para mejorar el proceso de aprendizaje y fomentar un mayor inte-
rés y compromiso por parte de los estudiantes en el estudio de las matematicas.

Por su parte, el factor de Hake (1998) presentd ganancias conceptuales de 0,79y 0,86, catalogadas como
zonas altas para determinar que mediante este modelo estadistico ambos talleres cumplen con el en-
foque de que el proceso inicial se ha visto potenciado a mejorar luego del tratamiento educativo im-
plementado por Dellwo (2010). Es importante destacar que la ganancia conceptual no se limita solo al
aumento en el conocimiento tedrico de las integrales triples y de linea, sino que también puede incluir
una comprension mas profunda del concepto debido a la capacidad de aplicar el conocimiento en al-
gunos contextos fisicos.

Asimismo, la técnica del diferencial semantico ha permitido calificar la implementacion de los talle-
res realizados mediante una evaluacion comparativa por conceptos de percepcién bipolar Pérez et al.
(2008), en la que sobresalen matizaciones que centran sus valores en tendencias positivas (ver Tabla 5).
En otras palabras, la aplicacion de la técnica del diferencial seméntico en la evaluacion de talleres resalta
la percepcién positiva de los participantes hacia las actividades experimentales fisicas, destacando su
efectividad para promover el compromiso y la motivacion en el aprendizaje. Esto subraya la importancia
de integrar, en la medida de lo posible, enfoques practicos y experienciales en el disefio de actividades
educativas para optimizar el proceso de enseflanza y aprendizaje en temas complejos en el campo de
la Matematica.
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Finalmente, las declaraciones anteriores fomentan la conclusion de que las actividades experimentales
que relacionan la Matemdtica con aplicaciones fisicas pueden ayudar a los estudiantes a comprendery a
aplicar conceptos matematicos de manera mas efectiva y por medio de un aprendizaje significativo, sin
embargo, es importante destacar que la efectividad de esta estrategia depende en gran medida de la
calidad del disefio de las actividades experimentales y de la forma en que se integren con el contenido
matematico. Ademas, no todos los conceptos matematicos pueden ensefarse de esta manera, ya que
es necesario un equilibrio entre las aplicaciones practicas y la comprension tedrica.
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